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实变函数与泛函分析初步自学考试大纲

浙江省高等教育自学考试办公室

二00四年八月

指定用书：程其襄等编《实变函数与泛函分析基础》,高等教育出版社,2003年7月第2版
参考用书：郑维行、王声望编《实变函数与泛函分析概要》上册，高等教育出版社，96年

夏道兴编《实变函数论与泛函分析》（第二版）上册，高等教育出版社，84年.

I  课程性质

    实变函数论是19世纪末20世纪初形成的一个数学分之，它的基本内容已成为分析数学各个分之的普遍基础.

实变函数主要指自变量取实数值的函数，而实变函数论就是研究一般实变函数的理论，如果说微积分所讨论的函数都是性质“良好”的函数，那么实变函数就是讨论一般的函数，包括从微积分学来看性质“不好”的函数，实变函数论是微积分深入与发展，函数的可积性是实变函数论中的主要内容.  

总之，实变函数论和古典数学分析不同，它是一种比较高深精细的理论，是数学的一个重要分支，它的应用广泛，它在数学各个分支的应用是现代数学的特征.

   

实变函数论的产生 

    微积分产生于十七世纪，到了十八世纪末十九世纪初，微积分学已经基本上成熟了.数学家广泛地研究并建立起它的许多分支，很快就形成了数学中的一大门类，也就是今天的数学分析.

    也正是在那个时候，数学家逐渐发现分析基础本身还存在着学多问题.比如，什么是函数这个看上去简单而且十分重要的问题， 数学界并没有形成一致的见解. 以至于争论者提出了各种各样的解答及不同的数学结果， 弄不清究竟谁是正确的. 又如，对于什么是连续性和连续函数的性质是什么，数学界也没有足够清晰的理解.

    十九世纪初，曾经有人试图证明任何连续函数除个别点外总是可微的.后来，德国数学家维尔斯特拉斯提出了一个由级数定义的函数，这个函数是连续函数，但是维尔斯特拉斯证明了这个函数在任何点上都没有导数.这个证明使许多数学家大为吃惊.

    由于发现了某些函数的奇特性质，数学家对函数的研究更加深入了. 后来人们发现了连续但是不分段单调的函数，几乎处处为常数不可积函数等等. 这些都促使数学家考虑，我们要处理的函数，仅仅依靠直观观察和猜测是不行的，必须深入研究各种函数的性质. 比如，连续函数必定可积，但是具有什么性质的不连续函数也可积呢？如果改变积分的定义，可积分条件又是什么样的？连续函数不一定可导，那么可导的充分必要条件由是什么样的？

上面这些函数性质问题的研究，逐渐产生了新的理论，并形成了一门新的学科，这就是实变函数.

Ⅱ   学习要求

第1章 集合
1、 掌握集合概念，掌握集合的交、并、余等运算的定义和性质（包括无穷多个集的运算）.
2、 掌握集列的上极限与下极限集的概念及它们用集列的交和并所表示的式子，能够正确写出具体集列的上、下极限集或极限.
3、 理解一一映照的概念，能够正确写出两个集之间的一一映照.
4、 掌握对等和基数的定义及性质，掌握基数大小的定义.掌握证明集合对等的两个定理（两个不交集列对等定理和伯恩斯坦定理），能够应用它们来证明集合对等.
5、 掌握可数集的概念及可数基数a概念.掌握可数基数a 的最小性，掌握可数集运算后的基数定理及各种可数集的实例.
6、 掌握实数集的不可数性及连续基数c，掌握各种具有连续基数的集.掌握没有最大基数的定理并能够正确地证明之.
本章习题为30页4,5,6,7,8,9,10,11,14,15.


第二章 点焦
1、 理解n 维欧氏空间的概念，掌握邻域概念及邻域的性质.掌握点列收敛的描述（用距离d及用邻域u来描述），掌握两集之距离，一集之直径及n维区间等概念.
2、 掌握内点、外点、界点、聚点、孤立点等概念（包括等价命题）.掌握开核、边界、导集、闭包等概念，能够正确写出具体点集的开核、边界、导集及闭包.
3、 掌握开集、闭集、自密集、完备集等概念（包括等价命题和关系式）并能够对具体集合进行判别.
4、 掌握开闭集的对偶性定理及保持开闭性的交并运算定理.能够应用于判别具体实例.
5、 掌握直线上开集、闭集、完备集的构造.
6、 掌握康托点集的构造及性质（包括非空性、完备性、无处稠密性、无内点、基数为c、测度为零等）.
本章习题为49-50页2,3,4,5,6,7,8,9,,11.


第三章 测度论
1、 掌握勒贝格外测度的定义 （m* E）及其基本性质（包括非负性，空集外测度规定、单调性和可次可加性等）.能够根据勒贝格外测度的定义来证明性质和验证零测度集.
2、 了解勒贝格内测度（m* E）概念、勒贝格可测集的第一定义
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3、 掌握勒贝格可测集的第二定义：  对任意点集T:
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成立.能够用第二定义证明某些集的可测性.了解可测集的第一、第二、定义的等价性.
4、 掌握可测集的两个充要条件定理.
5、 掌握两可测集之并为可测集定理，可列个可测集之并为可测集定理，并能够正确地证明它们.
6、 掌握两可测集之交为可测集定理，可列个可测集之交为可测集定理.
7、 掌握递增可测集列
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8、 掌握波雷耳集,
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型集等概念.能够根据概念正确判别具体集合是
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9、 掌握可测集与开集及闭集的关系; 可测集与
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本章习题为75页2,5,6,7,8,9.


第四章 可测函数
1、 掌握全体有限实数R上、下确界+∞、-∞的概念，掌握R∪{±∞}内的四则运算的意义及法则.
2、 掌握可测函数的定义及其等价性定理.
3、 掌握定义在任意点集E上连续函数的概念及连续函数可测性定理.掌握简单函数的概念及其可测性叙述.
4、 掌握可测函数的性质（包括可测子集上的可测性，并集上的可测性，函数四则运算及取绝对值的可测性，可测函数列的上、下确界函数的可测性、上、下极限函数可测性、极限函数可测性等）
5、 掌握可测函数与简单函数关系定理.
6、掌握叶果洛夫定理的引理.

7、 掌握叶果洛夫定理和鲁津定理，能够对应地写出与某些可测函数的“基本上”相等的连续函数.
8、 掌握依测度收敛的概念，能够用实例说明依测度收敛与收敛概念的不同性.
9、 掌握黎斯定理及勒贝格测度收敛定理.掌握依测度收敛在几乎处处意义下的唯一性定理.能够应用相关定理证明一些简单命题.
本章习题为98-99页1,2,4,5,6,7,9,10,11.


第五章 积分论
1、 掌握可测分划D，关于D的Darboux大和及Darboux小和、有界函数F{x}在E上的上、下积分、在E上的（L）积分概念.掌握有界函数（L）可积的两个充分条件定理.
2、 掌握有界函数F(x)在[a.b]上（R）可积时（L）积分与（R）积分相等的定理并且能够正确地证明之.
3、 掌握有界函数的（L）积分的性质（包括和、差、积、商、取绝对值的可积性、可测子集上函数可积性、线性、不等号性质、绝对值放大性质，被积函数几乎处处为零的充分条件及绝对连续性.）
4、 掌握一般非负函数（L）积分概念，一般函数（L）积分概念.掌握一般函数积分确定时或可积时的全部性质.能够证明积分绝对连续性.
5、 掌握（L）可积函数是具有绝对可积性的结论，能够用函数是否（R）绝对可积来判别其是否（L）可积的.
6、 掌握积分的极限定理（包括L-控制收敛定理和推论，列维定理，L-逐项积分定理，积分可数可加性定理，法都引理、积分号下求偏导定理）并能应用这些定理证明题目.
7、 理解直积、截面和下方图形等概念及性质.理解截面定理、直积测度定理、非负可测函数积分的几何意义定理及其推论.
8、 掌握富比尼定理,能够用富比尼定理来检验函数的不可积性.
本章习题为142-143页3,4,5,6,7,9,10,11,12,15,16.

第6章 微分与不定积分
1、掌握有界变差函数概念、性质（包括可加性、有界性及代数运算性质）.掌握弧可求长的充要条件是曲线函数为有界变差的定理.能够根据定义证明函数是有界变差的.
2、掌握有界变差函数和连续函数的概念的相异性，能够举例子说明.
3、掌握约当分解定理并能够正确证明之.
4、掌握不定积分、绝对连续函数等概念及它们的关系定理.掌握绝对连续函数与其他函数类的关系.
5、 掌握函数为常数的充分条件定理，关于变上限函数定理，函数为可积函数的不定积分定理和分部积分公式定理.能够正确地证明分部积分公式定理.
6、 了解（S）积分概念、性质（包括双线性，积分区间可加性等），（S）积分存在定理.
7、 掌握（S）积分（R）积分相等定理及（S）积分与（L）积分相等定理并能够正确地证明它们. 掌握（S）积分的分部积分公式定理.
8、 了解勒贝格——斯蒂阶测度与积分.
本章习题为175页2,3,4,5,6.
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